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費氏數列的性質整理 

 

 

壹●前言 

 

 費氏數列是一個歷史悠久的數列，它十分耐人尋味，是古今中外許多數學家

研究的題材。然而，它在數學競賽的命題中也占有一席之地。無論是美國 AMC、

澳洲 AMC、甚至是莫斯科數學奧林匹克裡都有費氏數列的影子。這讓我對它產

生了興趣，但在網路上卻不容易找到經過歸納的費氏數列的資料，於是我決定對

它展開調查與歸納。 

 

 但眾所周知，費氏數列的性質太多了，不可能把全部的性質統統整理起來，

所以我打算整理些重點性質以及一些有趣的性質，並期許這份小論文能對將來想

要研究費氏數列的人以及一些國高中朋友們有所幫助。僅此。 

 

貳●正文 

 

一、「費氏數列」的定義與通式 

設  f n
為費氏數列，它在數學中是以遞迴的方式定義的： 

 ff 21
１且 fff nnn


 12

， 1n  

由它的定義，我們明顯的可以知道，數列裡的每一項都是正整數。 

我們還可以利用特徵根方法求出它的通式： 

1 1 5 1 5

2 25

n n

n
f

     
             

 

 

二、(性質 1)費氏數列中，前 n 項之和加 1 後等於第(n+2)項，即 

ff
n

n

k
n 2

1

1




 ， 1n  

證明： 

技巧地，這裡的 1 我們視為 )1(
212
 fff  ，故 

ffffff

fffff

nn

nn









13212
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.....)(
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命題獲證。 

 

三、(性質 2)費氏數列中，第(m+n)項等於第 m 項乘上第(n-1)項後再加上第(m+1)

項乘上第 n 項之和，即 

fffff nmnmnm 11 
 ， 1, nm  

證明： 
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ffff

fffff

fffff

ffff

fffff

fffff

fffffff
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nmnm

nmnmnm
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nmnmnm
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233.2

32212

32221

211221
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)(
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命題獲證。 

 

四、(性質 3)費氏數列中，第 n 項與第(n-1)項的平方和等於第(2n-1)項，即 

fff
nnn 121

22


 ， 1n  

證明： 

這其實是上一個性質的推廣，由性質 2，我們知道 

fffff nmnmnm 11 
 ， 1, nm ，故 


 ffffff nnnnnnn 11)1(12

 ff
nn

2

1

2




 

命題獲證。 
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五、(性質 4)費氏數列中，第一項到第(2n-1)項之間的所有奇數項之和等於第 2n

項，即 

ffffff nn 2127531
... 


， 1n   

證明： 

這邊要利用到費氏數列最原先的定義，即 1
21
 ff 且 1 

12



nfff nnn

， 。 

ffff

fffffffff

fffff n

2n2n21

2-2n2n6846241

127531

)(...)-()-()-(

...








 

命題獲證。 

 

六、(性質 5)費氏數列中，第 2 項到第 2n 項之間的所有偶數項和等於第(2n+1)項

減 1，即 

1...
12n2n642


fffff ， 1n  

證明： 

利用前面的性質１，我們知道 

1...
22n2n4321


ffffff  

1)...()...( 22n2n6421-2n531


fffffffff  

再進一步結合性質 4，我們有 

11...
12n2n22n2n642


 fffffff  

命題獲證。 

 

七、(性質 6)費氏數列中，1 倍的第 1 項與 2 倍的第 2 項與 3 倍的第 3 項一直到 n

倍的第 n 項的總和等於 n 倍的第(n+2)項減掉第(n+3)項後再加上 2，即 

2
3n2n

1
k






 ffnfk
n

k

， 1n  

證明： 

以下的三個性質都用數學歸納法證明。 

當 1n 時：右式  ffffff 123343
112)(21 左式 
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1n 時命題成立。 

設 kn  時命題成立，故 

2...32
3k2kk321


 ffkfkfff  

當 1 kn 時： 

2)1(

2

2)()(

2

2)(

)1(2

)1(...32

31)(k2)1(k

3k4k3k

2k3k2k4k3k

1k3k3k

1k3k1k2k

1k3k2k

1kk321





























ffk

fffk

fffffk

fffk

ffffk

fkffk

fkfkfff

 

1 kn 時命題亦成立。 

由數學歸納法原理知， Nn ， 2
3n2n

1
k






 ffnfk
n

k

恆成立。 

 

八、(性質7)費氏數列中，第 1項到第n項之間所有項的平方和等於第n項與第(n+1)

項之積，即 

fff
n

n

k
k 1n

1

2




  ， 1n  

證明： 

當 1n 時， 1)(
21211

2

 fffff   時命題成立。1n  

設 kn  時命題成立，故 

ffffff
kkk 1

2

3

2

2

2

1

2

...


  

當 1 kn 時： 

ffffffff

fffff

kkkkkkkk

kk

1)1(1111

2

1

1

22

3

2

2

2

1

2

)(

...








 

1 kn 時命題亦成立。 

由數學歸納法原理知， Nn ， fff
n

n

k
k 1n

1

2




  恆成立。 
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九、(性質 8)費氏數列中，若 n 是 m 的倍數，則 f n
亦是 f m

的倍數，即 

若 ffnm
nm

||  ， 1, nm  

證明： 

這裡需要用到一個 Lemma： 

ffffffff 2-1-11-1- 



， 2 ， 3  

這個性質再性質 2 的證明中已經證過，這邊不再重複證明的直接引用。 

令 mpn  ， Np  

當 1p 時， ff mm 1
|


顯然成立 1n 時命題成立。 

設 kp  時命題成立，即 

ff mkm
|  

令 ftf mmk
 ， Nt ，則當 1 kp 時： 

)()(

........

)1(

1111

11

1)2(1)1(1)2(1)1(

5)1(44)1(5

4)1(33)1(4

3)1(22)1(3

21)1(211)1(12

212)1(11)1(2

2)1(1)1()1(

ftffftfff

ffff

ffff

ffff

ffff

ffff

ffff

ffffff

fff

mmkmmmmkm

mkmmkm

mkmmmkmm

kmkm

kmkm

kmkm

kmkm

kmkm

kmkmkm









































 

故 ff kmm )1(
|


 1 kp 時命題亦成立。 

由數學歸納法原理知， Np ， ff mpm
| 恆成立。 

命題獲證。 
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十、(性質 9)費氏數列中，第 n 項的平方減掉第(n-1)項與第(n+1)項的積，所得的

結果是(-1)的(n+1)次方，即 

)1(-
1

1n1-nn

2






n

fff ， 2n   

證明： 

這邊利用費氏數列的通式來證明。 

令  
2

51
 ， 

2

5-1
 1  ， -1 ，且 )(

5

1
n 

nn

f   

)1()(]5[)(
5

1
]

2)(
2[)(

5

1

]2[)(
5

1

])(2[
5

1

)]()(2[
5

1

))((
5

1
)(5

1

)](
5

1
)][(

5

1
[)](

5

1
[

-

1
2

1111

21111222

1111
2

1111

2

1n1-nn

2




























nnnn

n

nnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

fff
























 

命題獲證。 

 

十一、(性質 10)費氏數列中，任一項與其前一項的平方差等於其前兩項與後一項

之積，即 

ffff
1n2-n1-n

2

n

2


 ， 3n  

證明： 

ffffffff
2-n1n1nn1-nn1-n

2

n

2

))((


  

命題獲證。 

 

十二、(性質 11)費氏數列中，任一項與其前一項的最大公因數為 1，即 

1),(
1


ff nn
， 2n  
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證明： 

這裡要用到數論中的一個定理： 

),(),( axbaba  ， Zxba ,,  

這其實是輾轉相除裡的一環，但這不是本論文重點，證明略。 

故 

1),(....),(),(),(),(
1221-12-12-1-1


 fffffffffff nnnnnnnnn
 

命題獲證。 

 

十三、(性質 12)費氏數列中，第 m 項與第 n 項的最大公因數等於第(m,n)項，即 

fff n)(m,nm
),(  ， 1, nm  

證明： 

當 nm 時，左式 右式 fffffff n)(m,m)(m,mmmnm
),(),( ，結論成立。 

考慮 1m 的情況。左式 右式 ffffff n)(m,n)(1,1mnm
1)(1,),( ，結論依

然成立。 

現在不妨設 mn ，利用性質 2，我們有 

fffff mnmmnmn 


11
， 2 mn  

設 f n
與 f m

的最大公因數為 d，則由上式可知 d 是 ff mnm 1
的因數，再利用性質

11 可知 1),(
1


ff mm
，故 1),(

1


fd
m

，從而知 d 是 f mn
的因數。僅從前面討論

的來看，並不能保證 d 也是 f mn
的最大公因數。反過來看，設 'd 是 f m

與 f mn
的

最大公因數，則有 dd ' ，再由上式可知 'd 也是 f n
的公因數，故 dd ' ，即 dd ' 。 

故 ),(),(
mm-nmn ffff  。再利用輾轉相除法，可知命題成立。 

 

十三、(性質 12)費氏數列中，任取連續的 k 項，其總和不會出現在數列中。 

 

證明： 

設 fffffS
1-kn2-kn2n1nn

...


  ，則有 
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ffSSfff 1kn1n2-kn1-knkn 
  

即它不會出現在數列中，命題獲證。 

在 1957 年莫斯科數學奧林匹克裡即問到了本性質 k=8 的情況。 

 

十四、(性質 13)費氏數列中，每一項模ｋ後(ｋ為正整數)所形成的餘數數列必定

會循環。 

 

證明： 

對於任一項
nf ，令

nR 表示
nf 除以 k 後的餘數，

nR k ， .....3,2,1n  

 

(一)先證明一個 Lemma： 

1 2(mod )n n nR R R k    

證明： 

設
n nf ka R  ，

1 1n nf kb R   ，
2 2n nf kc R   Ncba ,, ，則 

 

1 1 1 2 2 2(mod )n n n n n n n n nR R ka R kb R f f f kc R R k                 

 

證畢。 

 

(二)由 nR 的定義知，  0,1,2,3,...., 1nR Q k   ，其中集合 Q 是模 k 的完全剩餘系。

考慮相鄰的兩個餘數數對  1,i iR R 
，其中 1,i iR Q R Q  ，故  1,i iR R 

至多有 k k

種組合，故由抽屜原裡知，當餘數數列出現了 2 2k  個數時，必定有一組  1,i iR R 

與  1,j jR R  相同。 

結合(一)與(二)，知 1 2, , ,....i i iR R R  與
1 2, , ,....j j jR R R 

完全相同，即開始循環。又

2 2k  顯然是個有限的數，故經過一個有限的數後，餘數數列會開始循環，從而

命題成立。 

在 2004 年的澳洲 AMC 中級卷裡即問到了本性質 k=10 的情況。 
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參●結論 

 

這次的小論文報告，整理了許多我覺得基本、有趣的性質，但還是有些遺珠之憾。

例如說費氏數列也與黃金比例、幾何、帕斯卡三角形等有關，以即費氏數列在生

活中的應用等，但因為相關的資料太多了，要每項每項地列在小論文裡面，有些

困難。故希望下次研究主題可以朝著更大的面向發展。 
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